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の問題の解malfatti
次の連立方程式を解けばよい．

ｍｙ ＋ｎｚ ＋２ｒｙｚ＝ａｒ ・・・①２ ２

ｎｚ ＋ｌｘ ＋２ｒｚｘ＝ｂｒ ・・・②２ ２

ｌｘ ＋ｍｙ ＋２ｒｘｙ＝ｃｒ ・・・③２ ２

消去法より②，③よりｘを消去すると

ｌｘ ＋（２ｒｚ）ｘ＋（ｎｚ －ｂｒ）＝０２ ２

ｌｘ ＋（２ｒｙ）ｘ＋（ｍｙ －ｃｒ）＝０より２ ２

より
２ ２ ２｛ｌ（ｍｙ －ｃｒ）－ｌ（ｎｚ －ｂｒ ｝）

－（ｌ・２ｒｙ－ｌ・２ｒｚ ｛２ｒｚ（ｍｙ －ｃｒ）－２ｒｙ（ｎｚ －ｂｒ ｝＝０） ）２ ２

ｌで割って

ｌ｛ ｍｙ －ｎｚ ）＋ｒ（ｂ－ｃ ｝ －（ ）２ ２ ２

４ｒ （ｙ－ｚ ｛ｍｙ ｚ－ｎｙｚ ＋ｒ（ｂｙ－ｃｚ ｝＝０ ・・・④２ ２ ２） ）

④の第１項は
２ ２ ２ ２ ２ ２ ２ｌ（ｍｙ －ｎｚ ） ＋２ｌ（ｍｙ －ｎｚ ・ｒ（ｂ－ｃ）＋ｌｒ （ｂ－ｃ））

・・・⑤

④の第２項は

４ｒ ｛ｍｙ ｚ－ｍｙ ｚ －ｎｙ ｚ ＋ｎｙｚ ＋ｂｒｙ －ｂｒｙｚ２ ３ ２ ２ ２ ２ ３ ２

－ｃｒｙｚ＋ｃｒｚ ｝２

＝４ｒ ｛ｙｚ（ｍｙ ＋ｎｚ ）－（ｍ＋ｎ）ｙ ｚ －ｒ（ｂ＋ｃ）ｙｚ２ ２ ２ ２ ２

＋ｒ（ｂｙ ＋ｃｚ ｝２ ２）

・・・⑥

⑤，⑥と①を見比べ，
２ ２ ２ ２ ２ ２ ２ ２（ｍｙ －ｎｚ ） ＝ （ｍｙ ＋ｎｚ ） －４ｍｎｙ ｚ

２ ２＝（ａｒ－２ｒｙｚ）２－４ｍｎｙ ｚ
２ ２ ２ ２ ２ ２＝ａ ｒ －４ａｒ ｙｚ＋（４ｒ －４ｍｎ）ｙ ｚ

であるから，⑤，⑥から取り出した

２ｌ（ｍｙ －ｎｚ ・ｒ（ｂ－ｃ） － ４ｒ （ｂｙ ＋ｃｚ ）２ ２ ３ ２ ２）

・・・⑦

がｙｚの式で表せたら，④はｙｚだけの方程式になる．

⑦のｙ の係数は２

２ｒ｛ｌｍ（ｂ－ｃ）－２ｂｒ ｝ ・・・⑧２

ここで，ｓ－ａ＝ｌ，ｓ－ｂ＝ｍ，ｓ－ｃ＝ｎ，ヘロンの公式より
２ ２ｓ（ｓ－ａ （ｓ－ｂ （ｓ－ｃ）＝ｓ ｒ） ）

２∴ ｌｍｎ＝（ｓ－ａ （ｓ－ｂ （ｓ－ｃ）＝ｓｒ） ）

より

＝２ｒ｛ｌｍ（ｎ－ｍ｝－２（ｓ－ｍ）ｒ ｝２

＝２ｒ（－ｌｍ２－ｌｍｎ＋２ｍｒ ）２
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＝２ｍｒ｛－ｌ（ｍ＋ｎ）＋２ｒ ｝２

ｍ＋ｎ＝２ｓ－ｂ－ｃ＝ａ

＝２ｍｒ（－ａｌ＋２ｒ ）２

⑦のｚ の係数は２

－２ｌｎｒ（ｂ－ｃ）－４ｒ ｃ３

＝２ｒ｛－ｌｎ（ｎ－ｍ）－２ｒ （ｓ－ｎ ｝２ ）

＝２ｒ（－ｌｎ －ｌｍｎ＋２ｒ ｎ）２ ２

＝２ｎｒ（－ａｌ＋２ｒ ）２

したがって，

⑦＝２ｒ（－ａｌ＋２ｒ （ｍｙ ＋ｎｚ ）２ ２ ２）

＝２ｒ（－ａｌ＋２ｒ （ａｒ－２ｒｙｚ）２）

以上で，④を①を用いて，ｙｚだけの式に出来ることが証明された．④すなわち⑤－⑥

をｙｚだけの式に直そう．

ｌ｛ａ ｒ －４ａｒ ｙｚ＋（４ｒ －４ｍｎ）ｙ ｚ ｝２ ２ ２ ２ ２ ２

＋ ２ｒ（－ａｌ＋２ｒ （ａｒ－２ｒｙｚ）２）
２ ２＋ｌｒ （ｂ－ｃ）

－４ｒ ｛ｙｚ（ａｒ－２ｒｙｚ）－（ｍ＋ｎ）ｙ ｚ －ｒ（ｂ＋ｃ）ｙｚ｝ ＝０２ ２ ２

・・・⑨

となる．
２ ２ ２ ２ ２（⑨の定数項）＝ ｌａ ｒ ＋２ｒ（－ａｌ＋２ｒ ）ａｒ ＋ｌｒ （ｂ－ｃ）

＝－ｌａ ｒ ＋ ｒ ｛４ａｒ ＋ｌ（ｂ－ｃ） ｝２ ２ ２ ２ ２）
２ ４＝ｌｒ （ｂ－ｃ＋ａ （ｂ－ｃ－ａ）＋４ａｒ）

２ ４＝－ｌｒ （２ｓ－２ｃ （２ｓ－２ｂ）＋４ａｒ）

＝４ｒ （ａｒ －ｌｍｎ）２ ２

＝４ｒ （ａｒ －ｓｒ ）２ ２ ２

＝－４ｒ ｌ４

（⑨のｙｚの項の係数）

＝－４ｌａｒ ＋２ｒ（－ａｌ＋２ｒ ・ －２ｒ）２ ２）（

－４ｒ ｛ａｒ－ｒ（ｂ＋ｃ ｝２ ）

＝４ｒ ｛－２ｒ －ａｒ＋ｒ（ｂ＋ｃ ｝２ ２ ）

＝４ｒ ｛－２ｒ＋（２ｓ－２ａ ｝３ ）

＝－８ｒ （ｒ－ｌ）３

（⑨の（ｙｚ） の項の係数）２

＝ｌ（４ｒ －４ｍｎ）－４ｒ （－２ｒ－（ｍ＋ｎ ）２ ２ ）

＝４ｌｒ －４ｓｒ －４ｒ （－２ｒ－（ｍ＋ｎ ）２ ２ ２ ）

＝４ｒ （ｌ－ｓ＋２ｒ＋ｍ＋ｎ）２

３＝８ｒ
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以上より，ｙｚ＝ｔとおくと，ｔＨ

８ｒ ｔ －８ｒ （ｒ－ｌ）ｔ－４ｒ ｌ＝０３ ２ ３ ４

∴ ２ｔ －２（ｒ－ｌ）ｔ－ｒｌ＝０ ・・・⑩２

①の解は正負１つずつ持つから正の方をとり

ｙｚ＝ｔ＝ ＝α

ｘ，ｙ，ｚ；ｌ，ｍ，ｎをサイクリックに変えることにより

ｚｘ＝ ＝β

ｘｙ＝ ＝γ

ここで，ｘ＝ ，ｙ＝ ，ｚ＝ であるから

ｒ ＝ ＝１

ｒ ＝ ＝２

ｒ ＝ ＝３

(r- l)+ r 2+l 2

2

(r-m)+ r 2+m 2

2

(r-n)+ r 2+n 2

2

r 1 r 2 r 3
αβγ

α ２

αβγ

β ２

αβγ

γ ２

βγ
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γ


